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Zur Verwendung der vollst~indigen Laguerre-Funktionen 
bei quantenchemischen Rechnungen 

Von 

WERNER l~ UTZELNIGG 

Die SchrSdinger-Gleichung des Wasserstoffatoms wird in einer Matrixdarstellung unter Be- 
nutzung eines Satzes assoziierter Laguerre-Funktionen (7) als Basis gel5st. Die Eigenwerte der 
Hamilton-Matrix werden mit~ den exakten Eigenwerten verglichen, wobei ihre Abh~ingigkeit 
yon der Dimension N der Basis sowie vom Parameter ~ besonders interessiert. Nur bei gleich- 
zeitiger ErhShung yon N und Verkleinerung yon ~7 gelingt es, gute Niherungen ffir den Grund- 
zustand und mSglichst viele angeregte Zust~nde zu erhalten. Diese ~oerlegungen dienen als 
Grundlage ffir eine Di[skussion der Anwendbarkeit dieser Basis ffir Rechnungen an hSheren 
Atomen. Als einfachstes Beispiel dafiir werden die SCF-Yunktionen und -Energien des Helinms 
und der I-Ielium4ihnlichen Ionen angegeben. 

L'~quation de Schr6dinger de l 'atome d'hydrog~ne esb r6solue duns une repr6sentation 
matricie]le utflisan~ les fonetions associ6es de Laguerre (7) comme base. L'effet de la variation 
de la dimension N et du param~tre ~7 sur les valeurs propres est examin6. I1 s'~v~re que seule- 
ment avec une dimension tr~s grande et un 77 assez faible on r6ussit s trouver les 6nergies 
exac~es de l '6tat fondamental et de plusieurs des premiers 4tats excit6s. Les consequences 
pour l 'application de la m~me base aux calculs des atomes s plusieurs 616ctrons et aux mol6cules 
son?~ discut~es. Pour l'6nergie SCF de l 'atome d'h61ium et des ions iso~lectroniques on reproduit 
les meilleurs r~sultuts publi~s jusqu'ici. 

The Schr6dinger equation of the hydrogen atom is resolved in a matrix representation 
using the associated Laguerre functions (7), which form a complete set, as the basis. The 
effect of varying the dimension N of our representation as well as the parameter 77 is investi- 
gated. In  order to get good energy values for both the ground state and a few of the excited 
states one is forced to choose a high value of N and a low one for 77. The consequences of these 
results to the application of the same set of functions to higher atoms and molecules are 
discussed. In  the same representation we get for the SCF energy of helium and its isoelectronie 
ions values as good as the best ones known from literature. 

Einleitung 
E i n e  S~anda rdme~hode  de r  Q u a n t e n c h e m i e  is t  das  R i t z s c h e  V e r f a h r e n  (vgl. 

e t w a  [18]). M a n  g e h t  d a v o n  aus, dab  die S c h r S d i n g e r - G l e i c h u n g  ( i )  m a t h e m a t i s c h  

f iqu iva len t  m i t  d e m  V a r i a t i o n s p r o b l e m  (2) i s t  a n d  e n t w i c k e l t  die ge such t e  F u n k -  

t ion  ~ n a c h  e i n e m  g e g e b e n e n  Sa tz  y o n  F t m k t i o n e n  ~ (3). D a b e i  is t  v o r a u s g e s e t z t ,  

dab  die  ~ u n t e r e i n a n d e r  l inear  unabhBng ig  s ind ;  sic kSnnen  d a n n  i m  P r inz ip  

o r thogona l i s i e r t  we rden .  ~Tir f o r d e r n  desha lb  y o n  v o r n h e r e i n  die Or thogona l i t g t .  

Min imis i e r en  n a c h  den  K o e f f i z i e n t e n  c~ ffihrb d a n n  zu  e i n e m  E i g e n w e r t p r o b l e m  (6), 
w o b e i  die  M a t r i x e l e m e n t e  Hik  d u r c h  (5) g e g e b e n  sind. 

H ~ = E ~ f  ( l )  

(y~, Hy,) = Min!  (2) 
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~f = ~ ct q~l, (~vi, ~vk) -- ~ik (3) 

H~kc~ = ~ c~ (4) 

H ~  = (~i, H~vk) (5) 

Das Problem ist damit auf die Bereehnung der Matrixelemente (5) und die 
Diagonalisierung cter Matrix H ~  zuriiekgeftihrt. Die Eigenwerte 4 i yon (4) sind 
obere Grenzell ftir die Eigenwerte E f yon (i). Wenn der Satz der Funktionen ~vi 
eine vollst/~ndige Basis des n-TeilehemHilbertraums ist, d .h .  wenn es keine n- 
Teilchen-Funktion mit den gleiehen l%andbedingungen gibt, die zu s/imtlichen ~vi 
orthogonal ist, so sind die Eigenwerte yon (4) identiseh mi~ denen yon (l) und 
die Summe (3) konvergiert gegen die exakte LSsung yon (i), in dem Sinne, dal~ 

2/ 

J i=1 

Eine vollst~ndige Basis enth/ilt immer unendlich viel Elemente, aber nicht 
jeder unendliche, die Randbedingungen erffillende Funktionensatz ist vollst/~ndig. 
Ein ]dassisches Gegenbeispiel stellen die Eigenfunktionen des Wasserstoffs (~1) 
--  ohne die sog. Kontinuumsfunktionen --  dar. 

Wenn die Basis geeignet gew/ihlt ist, erh~lt man bereits mit einer endlichen, 
kleinen Dimension N die Eigenwerte und Eigenfunktionen yon (i) mit beliebiger 
Genauigkeit; offenbar kann aber ein einziger Funktionensatz diese Forderung 
raschester Konvergenz nicht ffir jedes beliebige Problem (mit gleicher Teilchen- 
zahl), ja nicht einmal ffir ss Eigenwerte eines einzigen Problems erffillen. 
Man wird deshalb yon einer brauchbaren Basis noch eine gewisse Flexibilit/~t ver- 
langen, d. h. man soll sie einem bestimmten Problem durch Variation eines oder 
mehrerer nichtlinearer Parameter anpassen kSnnen, ohne daI~ die genaue Wahl 
dieser Parameter wiedermn sehr kritisch sein soll. Eine praktische Forderung an 
eine Basis ist schliel~lich, da{~ sieh die Matrixelemente (5) leicht bereehnen lassen. 

Der Satz der assoziierten Laguerre-Funktionen (7) erffillt anseheinend alle 
diese Forderungen; er wurde aber bisher nur wenig bei quantenehemischen Reeh- 
nungen angewandt, obwohl sieh seiner bereits HYLLnnAAS [12] irn Zusammenhang 
mit dem Iteliumproblem bediente. In jfingster Zeit wurden diese ]~uuktionen fiir 
Reehnungen am Helium-Atom [11, 23], am Wasserstoff-Molekiil [6] and zur 
Wechselwirkung zweier weir entfernter H-Atome [10] verwendet. 

Um die Frage zu priifen, wieweit dieser Funktionensatz ffir Reehnungen an 
Atoraen und evtl. Molekiilen geeignet ist, haben wir zuniichst die SchrSdinger- 
Gleichung des Wasserstoffatoms, deren exakte LSsungen ja bekarmt sind, in dieser 
Darstellung gelSst. Die Ergebnisse sind nicht sehr fiberraschend, aber doch sehr 
instruktiv, insbesondere in bezug auf das ~del diskutierte Problem des Kontinuums. 

Die vollst~indigen Laguerre-Funktionen und ihre Matrixelemente 

Die Funktionen (7) werden als ,,assoziierte Laguerre-Funktionen (2 1 ~- 2)ter 
Ordnung mit einheitlichem Orbital-Exponenten" [11, 12, 23] bezeiehnet. Da dieser 
Name etwas schwerffillig ist, einfach yon ,,Laguerre-Funktionen" zu sprechen, 
aber miBversts sein kann - -  auch die,,wasserstoffiihnlichen Funktionen" (~ i) 
sin4 assoziierte Laguerre-l~unktionen ~ ,  wollen wit ffir den Satz (7) die Bezeich- 
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hung ,,vollst/~ndige Laguerre-Funktionen" vorschlagen. Dabei is~ im Auge zu be- 
halten, dab ,,voltst~mdig" n~r eJnen Hinweis darauf darstellt, dab der Satz (7) eine 
vollst/indige Basis des Einelektronen-Hilbertraums darstellt, abet keinen unmittel- 
baren Sinn haL. 

Bei den im folgenden behandelten Problemen ist der Hamilton-Operator (bzw. 
der Hartree-Fock-Operator) sph/iriseh symmetriseh, dabei kommen nut LSsungen 
mit einem definierten Weft sowohl der Nebenquantenzahl I als der Achsenquanten- 
zahl m in Frage. Hierbei ist die Basis eines Unterraums des Gesamthflbertraums, 
eharakterisiert dutch einen festen Weft yon / und m, bereits eine votlst/indige 
Basis. Ffir nieht sph/~risch symmetrische Probleme bilden die Funktionen (7) erst 
eine vollst/~ndige Basis, wenn man alle Werte 1 < 11 und I m ] ~< 1 zul/iBt. 

L 2 l + 2  ~0~'l,l~'t - -  • n / "  (2 ~ r )  ~.  ~ + / + 1 (2 ~ r ) .  e~ - t / r .  Y/~t (~,~, ~/)). (7)  

Hierbei sind n, / and m die Haupt-, Neben- und Aehsenquantenzahl, analog wie 
bei den wasserstoff/~hnliehen Funktionen, Ylm sind die normierten Kugelfl/iehen- 
funktionen und L~ .die assoziierten Laguerresehen Polynome, gegeben dureh [21]: 

q--v (q!)2 
( x ) :  )2  k = o ( q - - p - - k ) !  (p + k)! k! x k  (8) 

oder durch die komplexe Integraldarstellung 

Zq v (x) -- 2 ~ i Y ( t - - t ) ~ + ~ e x p  i~----t x dt (9) 

ist eia niehtlinearer Parameter, der eine Flexibilit/it des Funktionensatzes ge- 
w/ihrleistet. Der No.rmierungsfaktor Nnl ist gegeben dutch 

3 3 1 

Nnz = (2 r])-~- [0~ + Z t- f)!] Y �9 [ ( ~ -  l - - i ) ! ]  ~ (I0) 

Die vollst/indigen Laguerre-~unktionen (7) unterscheiden sich yon den wasser- 
stoff/ihnliehen Funktionen (1t) wesentlieh dadurch, daft der Exponentialfaktor 
unabh/ingig yon der I-Iauptquantenzahl ist. 

Zr 
( 2 Z r l l  _ o l + l / 2 Z r ,  - - - -  

/nlm, := x~"nl" \,~,'-- L n + I ~ )  e n . Y lm  (~, ~0). (11) 

Zur Berechnung der Matrixelemente eines Einzentren-Einelektronenproblems 
benGtigt man folgende IntegrMe: 

nn ~ = ~Onlm, T ~n ' Im (t2) 

T , J l  = [~v,z,=, ( - -  ~ A) ~0,'l~ 1 

Man berechnet diese Integrale am besten, wenn man yon der komplexen 
Integraldarstellung (9) der Laguerresehen Polynome bzw. yon ihrer erzeugenden 
Funktion ausgehi~. Im Prinzip wurden diese IntegraIe bereits yon ScI-f~SDisre]~ [21] 
angegeben, bzgl. @aer detaillierten Ableitung vgl. [10]. Die Ausdriicke fiir die 
Integrale sind tiberaus einfach. 

v ' nn - : z . i T  

,) Tnn'l = Tn'nl -~]2 { 2 n + l  i/(n_+t+1)~ (,~'-_t-1)., --~Onn 
�9 \ 2 ~ - + 3 -  ~ ' ( n - - l - - l ) !  (n' -l-- l + I)! 
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Hierbei ist n der Meinere und n' der gr6Bere der beiden Indices. Die Funktionen 
sind orthogonal, d. h. Sn, '  = (}nr/. 

Leider erhiilt man ffir die Elektronen-Weehselwirkungs-Integrale keine der- 
artig einfaehen Ausdrficke. Das klassische Verfahren zu ihrer Bereehnung [12, 22, 
23] besteht darin, die Laguerre-Funktionen als Linearkombinationen yon Slater- 
Funktionen aufzufassen und die Integration fiber die Winkelvariablen naeh 
COSrDO)r-SHoRTL]~u [3] durchzufiihren. Neuerdings wurden allgemeine Formeln fiir 
die WeehseIwirkungsh~tegrale verSffentlicht [2, 13]. Wit verziehten deshalb darauf, 
die yon uns verwendeten Formeln anzugeben. 

Berechnung des Wasserstoffatoms mit vollst~indigen Laguerre-Funktionen 
und Diskussion der Ergebnisse 

Die Eigenwerte des Hamilton-Operators (14) des Wasserstoffatoms 

1 z 
H =  - - T  A ----,r Z = I (1.4) 

in Matrixdarstelhmg, entwickelt nach vollst~ndigen Laguerre-Funktionen, sind 
- -  in Abhiingigkeit yore Parameter ~ and der Dimension N - -  in den Tab. i 
his 3 zusammengestellt. Alle Zahleuwerte sind dabei in reduzierten atomaren Ein- 
heiten [22, 8] angegeben. Wit beschriinken uns auf 8-Zust~nde, d .h .  1 -=- 0. (Ffir 
andere Werte yon 1 erhi~lt man im wesentlichen den gleichen Befund.) 

S~VLL und L6WDI~ [23] bemerkten bei ihren l~echnungen am Heliumatom, 
dag die geeignete Wahl yon N einen EinfluB auf das Ergebnis (die Energie des 
Grundzustandes) hat and dab der optimale Wert yon ~ sich allerdings mit Ver- 
grSBerungen der Basis versehiebt, wobei das Energieminimum gleichzeitig immer 
flacher wird. Natiirlich wird bei unendlieher Basis der Energieeigenwert unab- 
Mngig yon 7. Dennoeh muB man mit der Interpretation dieser Aussage vorsichtig 
sein, wie ein Blick auf unsere Tabellen zeigt. 

Ffir Tab. i wurde N = I gew/ihlt. (F fir diese Wahl ist die ls-Laguerre- 
Funktion identiseh* mit der ls-Wasserstoff-Eigenfunktion, ffir den ls-Zustand 
erhiilt man also trivialerweise, unabh/ingig yon N, den exakten Energiewert.) 
Sieht man - - e t w a s  willkiirlich - -  einen Energiewert dann als richtig an, wenn 
er sieh u exakten Wert um weniger als l0 -4 Einheiten unterseheidet (diese 
Werte sind in den Tabellen fettgedruckt), so erh/ilt man die richtige 2s-Energie 
erst ffir N = 8 und diejenige des 3s-Zustandes nicht einmal be.i N = 1.2. Will man 
dutch ErhShung der Dimension die Energien niedriger angere~er  Zust~nde ver- 
bessern, so mnB man daffir eine groge Zahl positiver Eigenwerte in Kauf  nehmen. 
Diese positiven Energien versehwinden ja nieht, wenn N gegen oo geht, sie nehmen 
im Gegenteil an Zahl und M/~chtigkeit zu. Man erkennt alas deutlich, wenn man 
die Spur der Hamilton-Matrix angibt, die ja gleieh der Summe ihrer Eigenwerte 
ist. (Itier ffir den Fall l = 0) 

S p u r ( H ) =  
i=  = n = l  2 - - 7 ]  

e Bis  a u f  e inen  h is tor i sch  bedinggen,  phys ika l i sch  b e d e u t u n g s l o s e n  F a k t o r  - - t  
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Spur (H) geht als q.uadra- 
tische t~unktion von A T ge- 
gen + oo, w~hrend die :~ 
Summe der diskreten Was- 
serstoff-Eigenwerte endlich 4 
und negativ ist. !I 

E n  ~ ~ l 

- - =  o ~ 06) .~ 

Die positiven Eigenwerte .~ 
shad in unseren Tabellen 
kursiv gedruckt. "~ 

Wenn eine Funk~ion 
eine Line~rkombination 
yon diskreten Wasserstoff- 

Eigenfunktionen isL so ist 
ihr Erwartungswert s die 
Energie, wie man leich~ 
sieht, negativ. Die zu posi- 
riven Eigenwerten gehSren- ,~ 
den Funktionen haben ~ 
offenbar eh~en starken An- ~ 
tell an Xontinuumsf[mktio- [~ ~ 

nen des Wasserstoffs. Man ~ 

komm~ zum gleichen S ch lul~ 
auch auf folgende Weise. .~ 
Man denke sich die voll- 
stgndigen Laguerre-Funk- -~ 
~ionen nach Eigenf~nktio- "E 
nen des Wasserstoffs, ein- 
schheBhch Kontinuums- 
funktionen entwicke]t. F/ir 

= i is~ die ls-Laguerre- ~e 
Funktion identisch mit der 
t s-Wasserstoff-Funktion, 

entwi.ckeln wit die 2s-La- ~, 
guerre-Funktion nach Was- 
serstoff-Funktionen, so be- 
trgg~ der Anteil des Kon- 
tinuums bereits mehr als ~e 

40% [23], bei den hSheren 
Laguerre-Funk~ionen steigt 
dieser Anteil noch. Nehmen 
wir jetzt die Laguerre- .~ 
Funktionen als Basis und 

t !  I I  I I  I I  I I  I1  

I ] / I + 4  4 +  4 +  + ~  

I I 1 4  + 4  4 +  4 ~  

4 4  4 ~  

I i  l +  4 4  

I I + +  

~ r  

I +  

l 
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sieben mittels des Ritzsehen Prhlzips die diskreten Funktionen niedriger Energie 
heraus, so mtissen die verbleibenden Funktionen im wesentliehen Kontinuums- 
anteile haben. 

Damit sell natiirlieh nieht behauptet werden, dab diese Funktionen als N/ihe- 
rungen fiir wirkliehe Kontinuumsfunktionen, bzw. besser Kontinuums-Eigen- 
differentiale (denn n ur letztere bilden mit den diskreten Funktionen Bin im her- 
k6mmliehen Sinn ortl~onormales System) darstellen. Das ist zumindest fiir eine 
endliehe Basis sieher nieht der Fall. Welehen Sinn das Variationsprinzip fiir 
Kontinuumszust/tnde hat, sell hier nieht diskutiert werden. Man kann aber jeden- 
falls sagen, dal~ bei der Behandlung eines quantenmeehanisehen Problems in Matrix- 
darstellung unter Verwendung eines endliehen Aussehnigtes einer vollst/~ndigen Ba- 
sis das Kontinuum sieh bereits bei einer sehr kleinen Dimension bemerkbar maeht. 

Die positiven Energiewerte lassen sieh zur/iekdr/tngen, wean es gelingt, 
Spur (H) zu verkleinern. Das ist - -  bei endliehem und festem N - -  nut  m6glieh 
dutch Verkleinerung yon U. Wie sieh diese Verkleinerung auswirkt, sieht man an 
Hand yon Tab. 2 bis 3. Will man gleiehzeitig gute Ergebnisse fiir den Grund- 
zustand und mSgliehst viele angeregte Zust/inde erhalten, empfiehlt es sieh, die 
VergrSl3erung yon N und die Verkleinerung yon ~] zu kombinieren. Zum Beispiel 
erhglt man mit N = 14 und ~] - 0.25 sehr gute N~herungen f/it die ersten sieben 
Energie-Niveaus des Wasserstoffs (Tab. 2). 

Diese Diskussion wirft ein Lieht auf andere Beobaehtungen, die in letzter Zeit 
bei quantenmeehanisehen l~eehnungen gemaeht wurden. Beispielsweise wurde 
bem/~ngelt [7], dab die Energien ftir die angeregten Zust/~nde bei der MO-LGAO. 
Methode nieht gegen die Ionisationsgrenze konvergieren, d .h .  dab angeregte 
molecular orbitals Energien haben, die hSher liegen als das Ionisationspotential. 
Nattirlieh sind die atomic orbitals der LGAO-Basis nicht ohne weiteres mit den 
vollst/~ndigen Laguerre-Funkgionen zu ve@eiehen. Trotzdem gilt zweifellos aueh 
hier, dab eiue Basis, die den Grundzustand gut darstellt, nieht notwendigerweise 
aueh gute N/~herungen fiir die angeregten Zust/inde ergibt. Umgekehrt ist abet 
aueh die Tatsaehe, dab die LCAO-Basis die Rydberg-Serien eines Molekiils nieht 
zu erfassen erlaubt, kein Argument dagegen, daft sie doeh viele Eigensehaften des 
Grundzustandes und des ersten angeregten Zustandes riehtig zu besehreiben ge- 
eignet ist. 

Legt man nieht Wert darauf, einen mSgliehst grogen Aussehnitt des diskreten 
Energie-Spektrums zu bereehnen, sondern interessiert man sieh nut  fiir einen 
Eigenwert, so Hegen die Verh/~ltnisse wesentlieh g/instiger. Man kommt mit einer 
verh/iltnism/igig kleinen Basis aus nnd die Wahl yon ~ ist nieht sehr kritiseh 
(Tab. 3). Bei N = 8 sind etwa zur Bereehnung des Grundzus~andes ~]-Werte 
zwisehen 0.4 und 2.5 erlaubt. 

Diese Tatsaehe veranlaBt uns zu dem Vorsehlag, in U nieht einen Variations- 
parameter im eigentliehen Sinne zu sehen, d. h. den Wert yon ~/nut  in groben 
Sehritten zu varfieren, yon Fall zu Fall heuristiseh plausible Werte zu nehmen 
(wozu unsere Tabellen Anhaltspunkte geben), nieht aber ~1 dutch eine Minimums- 
forderung zu bestimrnen. Eine solehe Bestimmung w/~re aueh gar nieht praktiseh, 
da man das optimale U nur dm:eh Probieren finden kann. Es ist i. a. 6konomiseher, 
eine grSl3ere Basis zu w/~hlen, als bei kleineier Basis lange naeh dem gtinstigsten 
Weft yon ~1 zu suehen. 

Theoreg. ehim. Acta (BerlL Bd. 1 t 8  
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Ffir jeden Eigenzustand des H-Atoms existiert ein giinstiger ~/-Bereieh. (Es sei 
allerdings bemerkt, dal~ wegen der Beziehung zwisehen Wasserstoff-Eigenfunk- 
tionen und vollst~ndigen Laguerre-Funktionen die ns-Wasserstoff-Eigenfunktion 
sieh exakt als Linearkombination der ersten n-Laguerre-Funktionen darstellen 
1/iI~t, sofern ~/~- Z/n. Dal~ hier die optimalen u-Werte dieser Beziehung entspreehen, 
ist also nieht verwunderlieh, bemerkenswerter ist, dal~ man auch fiir yon diesem 
optimalen ~ stark abweichende Werte/~hnlieh gute Energien erhiilt.) 

Die Verwendung einer abge~nderten Basis fiir angeregte Zust~nde ist ein 
durehaus fibliehes Verfahren (vg]. etwa [1]), auch die m ]ungster Zeit vorge- 
sehlagene verbesserte MO-Methode [17], in der ffir versehiedene molecular orbital8 
verschledene Exponentialfaktoren der atomic orbitals verwendet werden, geht in 
diese l~ichtung. 

Ein grol]er Vorteil der Laguerre-Funktionen gegeniiber anderen Funktionen- 
satzen besteht sehliel~lieh in ihrer Orthogonalit~t, die nieht nur die l~echnung ver- 
einfacht, sondern die aueh gestattet, die Dimension beliebig grof~ zu wi~hlen, 
w~hrend beispielsweise die einfachen Exponenti&lfunktionen oder die G~ul~sehen 
Funktionen nur bei 2V < 5 (diese Grenze h~ngt allerdings yon der Stellenzahl ab, 
mit der man reehnet), numerisch als linear unabhiingig angesehen werdeu kSn- 
hen [1]. 

Anwendung auf lgehrelektronen-Atome und Molekiile 

Die H~rtree-Foeksche Methode stellt i. a. eine gute erste N~herung fiir die 
Behandlung des quantenmeeh~nischen Mehrteilchenproblems dar. Es liegt deshalb 
nahe, zun~chst zu untersuehen, zu welehem Erfolg die vollst~ndigen Laguerre- 
]~unktionen im Rahmen dieser Methode ffihren. 

Das Problem, die Hartree-Fock-Gleichungen eines Atoms in M~trixdarstel- 
lung [19] mit den Laguerre-Funktionen als Basis zu 15sen, ist in gewissem Sinne 
verwandt mit demjenigen, gleichzeitig gute N~herungen fiir mehrere Eigenwerte 
des Wasserstofthtoms zu erreichen. Gehen wir davon aus, dal3 die analytisehen 
N~herungen ffir die Hartree-Fock-Funktionen, bestixamt naeh den Regeln yon 
SLATER [24] oder entnommen den Tabellen yon Mo~s~, YOUNG und HAURWITZ [15] 
oder Dv~cA~so~ und CouLso~ [4], das Verhalten der SCF-orbitals ira grol~en und 
ganzen riehtig besehreiben, so muf~ unsere Basis so besehaffen sein, daf~ sie gleieh- 
zeitig gute I~i~herungen fiir Slater-t~unktionen mit sehr versehiedenen Exponen- 
tialfaktoren gibt. Im Falle des Neon-Atoms im Grundzustand sind die Faktoren 
yon r in der Exponentialfunktion [15] a# - 9.75 fiir ~s,/~ = 2.86 fiir 2s, c# = 2.80 
fiir 2p. Man wird bier eine solehe Basis verwenden kSnnen, die erlaubt, die ersten 
vier angeregten Zustiinde des Nc~+-Ions rieht]g wiederzugeben. Fiir dieses sind 
ns die Slater-Exponenten i0; 5; 3.3333; 2.5. Durch Vergleieh mit den 
Tabellen sieht man, dal~ etwa N = 5 und N = 12 oder ~ = 4 und N--~ i0 zu 
w~i.hlen ist. (Ffir Z r i muf~ man s inngem~ in (8) die Transformation U' = Z �9 N 
durchffihren und die Energiewerte in den Tabellen mit Z ~ mul~iplizieren.) 

Wendet man eine Methode an, die aueh die Elektronenkorrelation zu erfassen 
gestattet - -  das wollen wir in einem anderen Zus&mmenhang genauer ausffihren --, 
so mul~ man unter Umsti~nden eine noeh grSftere Basis w~hlen. Wenn SHULL und 
LSw~)~ [23] mit der Methode tier Konfigurationswechselwh'km~g nieht den ex- 
perimentellen Weft  fiir die Energie des ttelium-Grundzustandes erhalten, obwohl 
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(vgl. Tab. 4) die yon ihnen verwendete Basis vollauf 
ausreicht, um die SCF-Energie zu berechnen, so liegt 
das offenbar daran, daB diese Basis eine gute N~he- 
rung fiir das niedrigste natural orbital, aber nut  
schlechte N/iherungen ffir die hSheren natural orbitals 
liefert. 

Wir beschr/~nken tins hier darauf, die SCF-Ener- 
gien des He]iums und der tIelium-/ihnliehen Ionen, 
berechnet mit  Lagalerre-Funktionen als Basis der Dar- 
stellung anzugebsn* (Tab. 5). Die D'bereinstimmung 
mit frtiher ver5ffentlichten Werten, ausgehend yon 
numsrischen SCF-~'unktionen [25, 26] oder von analy- 
tischen Darstellungen [5, 20], ist erstaunlieh gut. W~h- 
len wir ~] = Z, d. h. gleich der Kern]adung, so erh/~lt 
man ffir N = 6 sozusagen die theoretisehs SCF-Energie, 
aber bereits ffir N = 4 ist dis Abweiehung davon klei- 
net als i0 -4. Dureh Variation yon ~2 [20] kann man auch 
ffir N = 4 die theoretischen Werte erhalten, aber wit 
wo]len ~] bewuBt nicht als eigentliehen Variationspara- 
meter verwendsn. Fiir N = 6 hat die Variation yon 
kaum mshr  einen EinfluB. 

Einzig das Ion H -  f/illt etwas aus der Reihe, auch 
sehon dadureh, daB, w/ihrenc[ bei den iibrigen Ionen 5 
bis 12 Iterationen bis zur Selbst-Konsistenz ausreiehen, 
bei H -  je na.eh ~ und N 20 bis 40 I terat ionen nStig 
sind. Offenbar ist das SCF-orbital des H -  so wenig 
wasserstoff/ihnlieh, daB hier sine grSBere Basis als N -- 6 
erforderlish ist. 

Zusammen mit den SCF-Energien sind auch die 
Eigenwerte des Hartree-Fock-Operators angegeben. Die 
SCF-Funktionen, d.h .  ihre Koeffizienten, sind ffir 

-- Z und N = 6 in Tab. 5 zusammengestellt. 
Da die Berechmmg der exzentrisehen Potentiahn- 

tegrale keine grundss Sehwierigkeiten macht, 
eignen sieh dis vollst/indigen Laguerre-Funktionen im 
Prinzip aueh fiir I~eehnungen an ?r in Ein- 
zentreneDtwiek]ung. Die bisherigen Erfahrungen [6] 
sind nicht sehr ermutigend, das letzte Wort  ist aber wohl 
noeh nisht gesproehen. Fiir )s 
erscheint der Satz weniger geeignet, weil die Berech- 
nung der Mehrzentren-Elektronenwechse]wirkungsinte- 
grale fiberaus problematisch ist, ganz abgesehen yon 
den Seh~4siigkeiten, die die (Jbervollst/~ndigkei$ einer 
Mehrzentrenbasis mit  sich bringt. 

* Die SCF-Orbitale sind notwendigerweise [19] reine e- 
Funktionen, d. h. es gentigt die Beschr~nkung auf Basis-Funk- 
tionen mit l = 0. 
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Die SCF-Rechnungen in dieser Arbeit wurden mit einem vollautomatischen Programm, 
abgefaBt in Fortran, bei dem nur Z, U und N als I)aten eingegeben wurden, auf der Elektronen- 
rechenmaschine IBM 1620 durchgeftihrt. Die Elektronenwechselwirkungsintegrale zwisehen 
Laguerre-Funktionen flir U = I (sie sind U proportional) h~ben wir ein fiir allemal berechnet 
und vor der SCF-RechImng eingelesen. Das Programm fiir diese Integrale wurde im SPS-Code 
mit gleitendem Komma und variabler Ste]lenzahl abgefaBt. Fiir die intermedii~r auftretenden 
Eigenwertprobleme bedienten wir uns der Gradienten- oder steepest descent-Methode [9]. Ffir 
die Eigenwertprobleme im ersten Teil der Arbeit benutzten wir die klassische Jakobische 
B'Iethode. 

I)er Verfasser dankt Herrn Prof. Dr. B. PULL~rAN yon der Faculg6 des Sciences der Uni- 
versit~it Paris dafiir, dal3 er die Arbeit in dessen Institut, dem Laboratoire de Chimie Th6orique 
durchfiihren konnte und dab ihm dort die Elektronenrechenmaschine IBM 1620 zur Ver- 
fiigung stand. Er  ist ferner dem Deutschen Akademischen Austausehdienst ftir die Gew~hrung 
eines Nato-Forschungsstipendiums zu besonderem I)ank verpflichtet. SehlieBlich ist an dieser 
Stelle I-Ierrn Dr. G. :BE]~TmE~ fiir vMe wertvolle Hinweise und I)iskussionen Dank zu sagen. 
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